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摘　要:引进作为特殊 locale 的离散拓扑 P ( X) 的 2 种理想:主理想与WB 理想, 并研究了其对交运算的

封闭性, 对并运算的某些性质, 同时在一定的条件下得出 2 种理想的一致性.

关键词:lo cale;主理想;WB 理想

中图分类号:O189.11;O153.1　　文献标识码:A　　文章编号:0529_6579 ( 2001) 06_0102_03　

　　locale是一个完备的Heyting 代数,即一个完

备格 L,满足分配律:α∧ S =∨ {α∧ b|b ∈

S},  α∈ L, S  L
[ 1, 2] .而对离散拓扑空间( X ,

P (X ) ) 来说, P ( X ) 以集合之间的包含关系“  ”

为序,并定义并运算 、交运算“ ∨ 、 ∧” 分别为集合

之间的并集与交集 A ∨ B =A ∪ B , A ∧ B =A

∩ B ,则离散拓扑P ( X ) 就是幂集格, 而且也是开

集格[ 3, 4] , 进而是一个 locale, 作为 locale 就可探

讨其理想.

1　Locale P (X ) 的主理想

定义 1　设 ( X , P (X ) ) 为离散拓扑空间, A

∈ P( X ) , 称集族 ↑( A) ={B ∈ P (X ) |B  A}

为离散拓扑的由 A 生成的主理想.并记 ←( A) =

{B ∈ P ( X ) |B  A}.

引理 1　设( X , P (X ) ) 为离散拓扑空间,则

( 1) ↑( Υ) ={Υ}

( 2) ↑( X ) =P (X )

引理 2　设 ( X , P ( X ) ) 为离散拓扑空间, T

为一个指标集, α∈ T, Aα∈ P( X ) .则有

∩α∈ T↑( Aα) =↑( ∩α∈ TAα)

　　定理 1　设 ( X , P( X ) ) 为离散拓扑空间, 则

P (X ) 的所有主理想的集{↑( A)|A ∈ P (X )}是

一个完备交半格.

证明 　在D ={↑( A )|A ∈ P( X )}中以包

含关系为序.则 D为偏序集.对 A1, A2 ∈ P (X ) ,

定义

↑( A1) ∧ ↑( A2) =↑( A1) ∩ ↑( A2)

　　并定义 1 =↑( X ) =P ( X ) , 由文[ 1] 定理

1.3知:( D, ∧ , 1) 为交半格.并且对任意 A D,

令A ={↑( Aα)|α∈ T, T 为某个指标集},由引

理 2知:∧ A =∩ A =↑( ∩ {Aα|α∈ T}) , 即

对D的任一个子集 A都有下确界.故 D为完备的

交半格.

定理 2　设 ( X , P (X ) ) 为离散拓扑空间, A

={↑( Aα) |α∈ T}为 P ( X ) 的一族理想.则有

∪α∈ T↑( Aα)  ↑( ∪α∈ TAα) 　　证明

　对任意B ∈ ↑( Aα) ,由定义1知:B  Aα,而Aα

 ∪α∈ TAα.所以

B  ∩α∈ TAα, B ∈ ↑( ∪α∈ TAα)

则 ↑( Aα)  ↑( ∪α∈ TAα)

因而有 ∪α∈ T↑( Aα)  ↑( ∪α∈ TAα)

2　离散拓扑的WB 理想

定义 2　设 ( X , P ( X ) ) 为离散拓扑空间, A

∈ P ( X ) .称  ( A) ={B ∈ P ( X ) |B  A}为

P ( X ) 的WB理想.

引理 3　设 ( X , P ( X ) ) 为离散拓扑空间, x

∈ X .则有下面结论

(1)  ( Υ) ={Υ}

(2)  {x}={Υ,{x}}

(3) 若 X 是有限集,则  ( X ) =P (X ) .

证明 　 ( A) ={B ∈ P ( X ) |B  A}, 由

B  A 的等价条件 (见文 [ 1] p287) :B  A 对

P ( X ) 的任意有向子集 S 并且有 ∨ S ≥A ,则存

在 s ∈ S , s ≥B …＊.

(1) 证明  ( Υ) ={Υ}.

即要证 ＊式中的 B是 .其中 ＊式中的 A =

Υ. {x}∈ {{x}},{x}有向且 ∨ {{x}}≥ Υ,

 {x}∈{{x}}∈ {x}≥Υ.由{x}的任意性, B
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可取Υ.所以 Υ∈  ( Υ) .

若 B取非空集C, 则存在 c ∈ C,任取d ∈ X ,

且 d ≠ c.又{{d}}有向,并且有 ∨ {{x}}≥ Υ,

{{d}}的元只能是{d}, 但{d} {c}(否则 c =

d ) ,所以更不能有{d}≥C.因此满足条件 B  Υ

的 B 不能取非空的集.即

 Υ={Υ}

　　 ( 2) 证明  {x}={Υ{x}}.

在 ＊式中取 A ={x}.首先证明 Υ∈  {x}.

因为对 P (X ) 的任一有向集 S 且 ∨ S ≥{x},任

意取定 s ∈ S ,有 s ≥Υ,由 ＊式的等价条件知:

Υ {x},故 Υ∈  {x}.

其次证明{x}∈  {x}.对于P ( X ) 的任意有

向子集 S 并且有 ∨ S ≥{x}.则 x ∈ ∨ S ,  s ∈

S 使得 x ∈ s,即 s  {x}.由 ＊式知:{x} {x}.

故{x}∈  {x}.

最后证明:对任意D ∈ P (X ) 并且D ≠{x},

且 D ≠Υ,均不能有D  {x}成立.存在有向集 S

={{x}}, ∨ S ≥{x}.但是对于任意 s ∈ S , s只

能是{x},由于D ≠{x}且 D ≠Υ则  y ∈ D 且

y ≠ x, 因此 D  {x},否则 D =Υ或D ={x}.

由 ＊ 式知:D  {x}不成立.从而  {x}=

{Υ{x}}.

( 3) 证明  ( X ) =P (X )

由于  ( X )  P (X ) , 只要证明  ( X )  

P (X ) 即可.对任意有向集 S  P (X ) ,且 ∨ S ≥

X . x ∈ X ,  Sx ∈ S ∈ x ∈ Sx;由于 S 为有向

集,则 ∪ x ∈XS x ∈ S , 由于 ∪ x ∈XS x  X ;且  x ∈

X , x ∈ Sx  ∪ x ∈XS x, 即 X  ∪ x∈ XSx , 于是

∪ x ∈XS x =X .故有向集 S 中存在 s =∪ x ∈XSx =

X 使得X  X 即有X  X , X ∈  ( X ) .同理可证

明  A  X , X ≥A ,则 A X即A ∈  ( X ) .由A

的任意性知:P( X )   ( X ) .故  ( X ) =P (X ) .

定理 3　设( X , P (X ) ) 为离散拓扑空间, 且

A 是 P (X ) 的有限元.则 WB 理想  ( A) =

↑( A) .

证明 　对 P( X ) 的任意有向子集 S 且 ∨ S

≥A. α∈ A,存在 Sα∈ S , 使得 α∈ Sα, 由于 S

是有向集, A 为P (X ) 的有限元知:∪α∈ ASα∈ S ,

并且 ∪α∈ASα A ,在 ＊式中令 s =∪α∈ ASα,则

有 s ≥A.由 ＊式知:A  A.即 A ∈  ( A) .同理

可证若 B  A,有 s =∪α∈ ASα≥B ,做 B  A, B

∈  ( A) .因此  C ∈ ↑( A) ,由定义1知:C =A

或 C =B  A,由上述证明知2种情况均有 C ∈

 ( A) , 即 ↑( A)   ( A ) .

下面只要证明“D  A,则 D A 不成立” 即

可.令 S ={{α}|α∈ A}∪{A}. B , C ∈ S ,

则存在 B ∪ C  A ,且 A ∈ S ,故 S 是有向集, 由

于S  P ( X ) ,由 S的构造知:∨ S ≥A;但  s ∈

S ,由于 D  A ,则存在 d ∈ D  A,于是 d  A,

则 d  s,因此 S  D .故 D  A 不成立.

综上所述,  ( A) =↑( A ) .

推论 　设( X , P ( X ) ) 为离散拓扑空间,且 X

是有限集, T为指标集,对集族{Aα∈ P (X ) |α∈

T}.则有

(1) ∩α∈ T ( Aα) = ( ∩α∈ TAα) ;

(2) ∩α∈ T ( Aα)   ( ∩α∈ TAα) ;

证明 　(1) 由定理 3 的证明知: ( Aα) =

↑( Aα) .而 由 引 理 2 知:∩α∈ T↑( Aα) =

↑( ∩α∈ TAα) , 故 有 ∩α∈ T ( Aα) =

 ( ∩α∈ TAα) .

(2) 与 (1) 同 理 可 证 ∪α∈ T ( Aα) =

∪α∈ T↑( Aα) 与  ( ∪α∈ TAα) =↑( ∪α∈ TAα) , 由

定理 2知:∪α∈ T ( Aα)   ( ∩α∈ TAα) .

定理 4　设( X , P (X ) ) 为离散拓扑空间, 且

X 为有限集.则{ ( A )|A ∈ P (X )}为一个完备

交半格,其中 1 = ( X ) =P ( X ) .

证明 　由推论之(1)知: ( A1) ∧  ( A2) =

 ( A1 ∩ A 2) , 因此在 D ={ ( A) |A ∈ P (X )}

中以包含关系为序, 并定义交运算  ( A 1) ∧

 ( A2) =  ( A1 ∩ A2) , 定义 1 =  ( X ) =

P ( X ) , 则( D, ∧ , 1) 为一个交半格.且由推论之

(1) 知:∩α∈ T ( Aα) = ( ∩α∈ TAα) ,即( D, ∧ ,

1) 为完备的交半格.
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图 5　λ>3 情形

Fig.5　Case of λ>3
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Abstract:It is shown that a planar family of translates of a closed triangle is Π3, provided that any two of its

members intersect.
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Two Kinds of Ideals of Locale P ( X )
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Abstract:From the perspective of lattice theory , two kinds of ideals of discrete topology as a locale, which

are principal ideal and WB-ideal, and some of their properties are presented.
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